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Resumen 

Usamos algoritmos evolutivos para aproximar un frente de Pareto de un 
modelo dinámico de agente-principal con acciones discretas. El frente de 
Pareto que obtenemos se caracteriza por su concavidad, la cual es resultado 
de la asimetría de información entre el principal y el agente. Conforme nos 
movemos en la frontera de Pareto hacia los contratos donde se privilegia la 
utilidad esperada descontada del agente, obtenemos esquemas de 
compensación donde el principal es quien mayoritariamente asume el riesgo 
inherente a la actividad productiva. Ante variaciones en el factor de 
descuento del agente y el principal y en el costo relativo de ejercer una 
unidad adicional de esfuerzo, obtenemos que la frontera de Pareto preserva 
sus características topológicas. Cuanto más pacientes sean el agente y el 
principal ambos obtienen mayores valores de utilidad esperada descontada; 
es decir, la relación genera excedentes mayores. Cuanto más costoso sea 
ejercer una unidad adicional de esfuerzo, se observa que, a lo largo de la 
frontera, el principal es quien asume mayoritariamente los riesgos 
inherentes a la actividad productiva. 

 
Palabras clave: información asimétrica, modelo de agente-principal, 
incentivos, frontera de Pareto, algoritmos evolutivos. 
 
Clasificación JEL: C63, D61, D82, D86, L14. 

Abstract 

We use Evolutionary Algorithms to approximate the Pareto frontier of a 
dynamic Principal-Agent model with discrete actions. The Pareto frontier 
that we obtain is concave, a result that is due to the asymmetry of 
information between the Principal and the Agent. As we move in the Pareto 
frontier towards contracts that favor the discounted expected utility of the 
agent, we obtain compensation schemes in which the Principal primarily 
assumes the risk inherent to the productive activity. Given changes in the 
discount factor of the Principal and the Agent and in the relative cost of 
exerting an additional effort unit, the Pareto frontier preserves its 
topological characteristics. When the Principal and the Agent are more 
patient, both of them obtain higher values of discounted expected utility 
and the relationship generates higher economic surplus. When it is costlier 
to exert an additional effort unit, the Principal tends to bear the majority of 
the risk inherent to the productive activity along the Pareto frontier. 
 
Keywords: Asymmetric Information, Principal-Agent Model, Incentives, 
Pareto Frontier, Evolutionary Algorithms. 
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Resumen

Usamos Algoritmos Evolutivos para aproximar un frente de Pareto de un modelo
dinámico de Agente-Principal con acciones discretas. El frente de Pareto que obten-
emos se caracteriza por su concavidad, la cual es resultado es producto de la asimetría
de información entre el Principal y el Agente. Conforme nos movemos en la frontera
de Pareto hacia los contratos donde se privilegia la utilidad esperada descontada del
Agente, obtenemos esquemas de compensación donde el Principal es quien mayori-
tariamente asume mayormente el riesgo inherente a la actividad productiva. Ante
variaciones en el factor de descuento del Agente y el Principal y en el costo rela-
tivo de ejercer una unidad adicional de esfuerzo, obtenemos que la frontera de Pareto
preserva sus características topológicas. Cuanto más pacientes sean el agente y el
principal ambos obtienen mayores valores de utilidad esperada descontada; es decir,
la relación genera excedentes mayores. Cuanto más costoso sea ejercer una unidad
adicional de esfuerzo, se observa que, a lo largo de la frontera, el Principal es quien
asume mayoritariamente los riesgos inherentes a la actividad productiva.

Abstract

We use Evolutionary Algorithms to approximate the Pareto frontier of a dynamic
Principal-Agent model with discrete actions. The Pareto frontier that we obtain is
concave, a result that is due to the asymmetry of information between the Principal
and the Agent. As we move in the Pareto frontier towards contracts that favor the
discounted expected utility of the agent, we obtain compensation schemes in which the
Principal primarily assumes the risk inherent to the productive activity. Given changes
in the discount factor of the Principal and the Agent and in the relative cost of exerting
an additional e¤ort unit, the Pareto frontier preserves its topological characteristics.
When the Principal and the Agent are more patient, both of them obtain higher values
of discounted expected utility and the relationship generates higher economic surplus.
When it is costlier to exert an additional e¤ort unit, the Principal tends to bear the
majority of the risk inherent to the productive activity along the Pareto frontier.
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1 Introducción

El problema de Agente-Principal analiza una situación de información asimétrica
donde un Principal neutral al riesgo delega tareas a un agente con aversión al
riesgo, que dicho Principal no está en capacidad realizar. La asimetría de in-
formación surge del hecho que el Principal no puede observar el esfuerzo que
elige realizar el Agente en el cumplimiento de sus tareas y que es excesivamente
costoso para el Principal monitorear perfectamente al Agente. Adicionalmente,
la existencia de aleatoriedad en los resultados del trabajo que realiza el Agente,
condicionado al esfuerzo que éste elige realizar, hace que el diseño de un esquema
de compensación al Agente no sea un problema trivial. La solución a la versión
estática de este problema genera esquemas de compensación donde el Princi-
pal y el Agente comparten el riesgo inherente a su actividad, véase Holmstrom
(1979).
Cuando la relación Agente-Principal se repite varios periodos, se puede mod-

elar como un problema dinámico en donde la relación entre ambos se prolonga
por in�nitos periodos, véase Spear y Srivastava (1987) y Wang (1997). En
este marco, el esquema de compensación del Agente tiene dos componentes, un
componente de compensación presente y uno de compensación futura. Ambos
componentes del esquema de compensación tienen como objetivo vincular la
riqueza del Agente con la del Principal; sin embargo, este objetivo se logra más
efectivamente con el componente de compensación futura.

En la literatura, se consideran tanto los modelos estáticos como los dinámicos
de Agente-Principal como una situación posterior a la contratación del Agente
por parte del Principal donde el objetivo es maximizar la utilidad esperada del
Principal sujeto a dos restricciones fundamentales. Una de dichas restricciones
es la restricción de participación, la cual asegura que el Agente acepte esta
relación contractual, y la otra es la restricción de compatibilidad de incentivos,
la cual asegura que el Agente elija el nivel de esfuerzo que el Principal desea
implementar, dada la inobservabilidad del esfuerzo del Agente.

Sin embargo, los arreglos contractuales iniciales afectan no sólo cómo se
reparte el excedente generado en la relación entre el Principal y el Agente, sino
la magnitud misma de dicho excedente. De allí la relevancia de caracterizar
un frente de Pareto donde el Principal y el Agente tengan diferentes niveles
de poder de negociación. Demougin y Helm (2010) analizan este problema
usando un modelo estático de Agente-Principal donde ambos son neutrales al
riesgo. Encuentran que el mismo conjunto de contratos emerge tanto de variar
la utilidad de reserva del Agente dentro del modelo de Agente-Principal, de
variar el factor de descuento en un juego de Rubinstein (1982) o de variar el
coe�ciente de poder de negociación en un juego de negociación de Nash. Estos
autores obtienen un frente de Pareto que es cóncavo con lo cual las equivalencias
anteriores no producen sorpresa; sin embargo, sí encuentran que la variación en
el coe�ciente del poder de negociación de los individuos afecta los resultados de
la negociación.
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La caracterización de un frente de Pareto en el marco de un modelo dinámico
de Agente-Principal nos permitiría observar los distintos esquemas de compen-
sación ante distintos acuerdos de contratación entre el Agente y del Principal
y cómo esos distintos arreglos contractuales afectan la generación del excedente
económico. Dada la di�cultad en la obtención de resultados analíticos en el
marco de modelos dinámicos de Agente-Principal, es común observar en la liter-
atura una aproximación numérica de los contratos óptimos, véase Wang (1997)
y Fernandes y Phelan (2000). Es por ello que elegimos seguir la ruta de la
aproximación numérica de un frente de Pareto del modelo dinámico de Agente-
Principal como primer paso en el estudio de poder de negociación en dichos mod-
elos. Esta aproximación numérica es de todas formas un problema complejo,
donde se deben manejar procesos de optimización multi-objetivo. Los Algorit-
mos Evolutivos ofrecen un marco de acción donde la aproximación numérica a
este tipo de problemas se hace posible.

El resto del artículo se organiza de la siguiente modelo: En la segunda sección
se describe el modelo dinámico de Agente-Principal que se va a aproximar. En
la tercera sección se presenta la aplicación de los Algoritmos Evolutivos a este
modelo. En la cuarta sección se discuten los resultados obtenidos. Finalmente,
las conclusiones se presentan en la quinta sección.

2 Modelo

El modelo que se presentará a continuación se basa en el modelo expuesto por
Wang (1997). Considere un mundo de horizonte in�nito donde el tiempo es
discreto y denotado por t = 0; 1; 2; :::; donde t = 0 es el periodo previo a la
contratación. Existen dos individuos: el Principal y el Agente. Ambos son
maximizadores de utilidad esperada descontada, con un factor de descuento en
común, � 2 (0; 1). Sólo existe un bien perecedero, el cual tanto el principal como
el agente consumen. El Principal es neutral al riesgo y el Agente es adverso al
riesgo.

La función de utilidad periódica del Agente � (c; a) es cerrada; estrictamente
creciente y estrictamente cóncava con respecto de c; así como estrictamente
decreciente respecto de a. Donde c es el consumo al �nal del periodo, y a es la
acción no observable por el Principal tomada por el Agente en el periodo.

Sea A el conjunto compacto de acciones factibles. Se asume la elección de a,
el Agente entonces elige efectivamente bajo una distribución de probabilidad y =
y (a) 2 Y , donde Y es f (y; a) que denota la probabilidad de que la realización
del producto sea y, dado el esfuerzo a. Se asume f (y; a) � 0, 8 y 2 Y y 8
a 2 A.

Dado el ambiente, el problema estático es elegir una acción a 2 A y un
esquema de compensación w (y) 2 [0; y], 8 y 2 Y con la �nalidad de maximizar

3



Z
Y

[y � w (y)] f (y; a) dy

sujeto a

Z
Y

v (w (y) ; a) f (y; a) dy �
Z
Y

v (w (y) ; a0) f (y; a0) dy; 8a0 2 A

Z
Y

v (w (y) ; a) f (y; a) dy = v0;

donde la primera restricción es una restricción de compatibilidad de incentivos
y la segunda restricción promete una utilidad esperada dada v0 al Agente, que
se conoce como restricción de participación.

En un conjunto dinámico, el problema es construir un esquema de com-
pensación dependiente de la historia de realizaciones del producto fwt (ht)g1t=1,
donde ht = fy1; y2; :::; ytg 2 Y t denota la historia hasta la fecha t, y yt denota
la realización del producto en la fecha t, junto con un plan de recomendación de
acciones

�
at
�
ht�1

�	1
t=1
, para maximizar el consumo previo descontado esper-

ado del Principal, sujeto a la restricción de compatibilidad de incentivos y para
deliberar una utilidad previa descontada esperada dada V0 para el Agente.

Formalizando lo anterior, sea � =
�
at
�
ht�1

�
; wt (h

t)
	1
t=1

un contrato. Dec-
imos que � es factible si

A 2 atht�1; 1 � t8;2 8Y t�1ht�1 (1)

0 � wt
�
ht
�
� yt;8t � 1;8ht�1 2 Y t�1 (2)

Aquí con ( 2 ) se requiere que la compensación en t sea no negativa y acotada
por encima por la producción en t. Es razonable pensar que este supuesto debe
ser relajado donde el Principal está permitido tener riqueza o tener acceso a un
mercado de crédito. Por lo tanto, la restricción implícita es que el Agente no
puede pedir prestado.

En cualquier periodo t, dada la historia ht, la continuación del per�l de
� desde t + 1 en adelante es denotada por � j ht. Note que � = � j h0,
donde h0 representa la historia nula. Dado que el Agente sigue el esquema de
recomendación de acciones en la continuación del per�l desde t+1 en adelante,
y U (� j ht) para el Principal, desde t + 1 en adelante, el contrato dicta los
valores V (� j ht) para el Agente y U (� j ht) para el Principal, desde t + 1 en
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adelante. Se puede de�nir ahora a � como compatible en incentivos si 8t > 0 y
8ht�1 2 Y t�1,

Z �
�
�
wt
�
ht
�
; at
�
ht�1

��
+ �V

�
� j ht

��
f
�
yt; at

�
ht�1

��
dyt

�
Z �

�
�
wt
�
ht
�
; a0t

�
ht�1

��
+ �V

�
� j ht

��
f
�
yt; a0t

�
ht�1

��
dyt 8a0t 2 A (3)

Esta restricción es la compatibilidad de incentivos temporal de Green. El
lado izquierdo de (3) es la utilidad descontada esperada del Agente si el elige, en
t, tomar la acción recomendada at

�
ht�1

�
, y seguir el esquema de recomendación

de acción en � j ht desde t+1 en adelante. El lado derecho de (3) es la utilidad
descontada esperada del Agente si toma una acción arbitraria a0t en el periodo
t, y entonces sigue el esquema de recomendación de acción en � j ht desde
t + 1 en adelante. Entonces (3) garantiza que el Agente no podría bene�ciarse
desviándose del plan de acción recomendada.

Se observa que dado 0 < � < 1 y que el Agente tiene una utilidad acotada,
la aplicación del principio de no improbabilidad y (3) implica que el Agente
no puede bene�ciarse a través de la desviación del plan de recomendación de
acción en todo �. Además, esto es un subjuego perfecto, en el sentido de que la
negociación en cualquier periodo t, dada una historia ht�1, el Agente no tendrá
incentivo a desviarse en cualquier periodo futuro desde el plan de recomendación
de acción original condicionado en ht�1, i.e.,

�
at
�
ht�1

�
j ht�1

	1
t=1
.

Sea V el conjunto de todas las utilidades descontadas esperadas del Agente
que pueden ser generadas por un contrato factible y compatible de incentivos,
i.e.,

V �
�
V 2 W j 9� s:a: (1); (2); (3); V

�
� j h0

�
= V

	
;

Donde W es el espacio en el cual V está permitido tomar valores. Se asume
que W es no vacío, compacto y es tal que también V es no vacío. Ahora, para
cada V 2 V , el problema de optimización que el Principal se enfrenta puede
caracterizarse de la forma siguiente:

max
�
U
�
� j h0

�
s:a: (1); (2); (3); V

�
� j h0

�
= V

Se dice que una solución al problema anterior es un contrato óptimo que
otorga una utilidad descontada esperada V al Agente.

Para cada V 2 V, sea
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U (V )�
�
U
�
� j h0

�
j � s:a: (1); (2); (3); V

�
� j h0

�
= V

	
(4)

U (V ) es el conjunto factible y que satisface la restricción de compatibilidad
de incentivos de la utilidad descontada esperada del Principal, dado que V debe
ser otorgado al agente. El siguiente lema garantiza que un contrato óptimo
existe para todo en V en V.

Lema: U (V ) es compacto, 8V 2 V. La demostración de este lema puede
revisarse en el artículo de Wang (1997).

Teniendo especi�cado el problema de optimización y mostrando que existe
un contrato óptimo, se puede caracterizar con estos elementos una ecuación de
Bellman. Primero, para todo V 2 V , dado el Lema, se de�ne

U� (V ) � max
�
U
�
� j h0

�
2 U (V )

	
Es decir, U� (V ) es la mejor utilidad esperada descontada del Principal que

se alcanza por medio de un contrato factible con compatibilidad de incentivos,
el cual promete una utilidad descontada esperada V al Agente. Después, se
de�ne el operador �, el cual mapea al espacio de funciones continuas acotadas
U : V ! R con sup norma en sí mismo, como sigue: para todo V ,

� (U) (V ) � max
a(V ); w(y;V ); V (y;V )

Z �
y � w (y; V ) + �U

�
V (y; V )

��
f (y; a (V )) dy

sujeto a

Z �
v (w (y; V ) ; a (V )) + �V (y; V )

�
f (y; a (V )) dy

�
Z �

v (w (y; V ) ; a0 (V )) + �V (y; V )
�
f (y; a0 (V )) dy; 8a0 2 A (5)

Z �
v (w (y; V ) ; a (V )) + �V (y; V )

�
f (y; a (V )) dy = V; (6)

a (V ) 2 A (7)

0 � w (y; V ) � y (8)

V (y; V ) 2 V; (9)

6



Se tienen tres variables de decisión a (V ) ; w (y; V ) y V (y; V ), las cuales son
las contrapartes estacionarias de at

�
ht�1

�
; wt (h

t) y V (� j ht) respectivamente.
Las condiciones (7), (8), (5) y (6) son las contrapartes estacionarias de las
cuatro restricciones en el problema de optimización del Principal. Finalmente,
(9) re�eja la idea de que, en cualquier periodo, el Principal y el Agente se
enfrentan exactamente al mismo conjunto de utilidades descontadas esperadas
del Agente que un contrato factible y con compatibilidad de incentivos. La
siguiente proposición muestra que U� es un punto �jo de �.

Proposición: U� (V ) = � (U�) (V ) ; 8V 2 V. De forma similar que el lema
anterior, la demostración de esta proposición puede revisarse detalladamente en
el artículo de Wang (1997).

Esta proposición proporciona una ecuación de Bellman para un contrato óp-
timo. Suponga que

�
a (V ) ; w (y; V ) ; V (y; V )

�
representa una regla de decisión

óptima de la ecuación de Bellman. Entonces, se puede construir un contrato
óptimo.

3 Aplicación de Algoritmos Evolutivos al Mod-
elo de Agente-Principal

El propósito de esta sección es caracterizar la estructura de un contrato óptimo
en un ejemplo numérico. La elección de formas funcionales y valores parámetri-
cos se basa en Wang (1997); especí�camente, la función de utilidad del Agente
se asume es de forma exponencial, i.e.,

v (a; c) = �e(a��c),
donde  > 0 es el coe�ciente de aversión al riesgo absoluto y � > 0 mide el costo
relativo del Agente de ejercer unidad de esfuerzo. Por el momento, se toman
 = � = 1 para el modelo estándar. Para la tecnología de producción, se tiene
dos niveles de esfuerzo factibles A = faL = 0:1; aH = 0:2g.

Es decir, el Agente puede elegir entre un nivel bajo o un nivel alto de es-
fuerzo. Por lo tanto, aH > aL indica que elegir el nivel bajo de esfuerzo es
menos desgastante que elegir el nivel alto de esfuerzo. Ahora, se supone que la
producción puede ser baja o alta, i.e.,

Y = fyL = 0:4; yH = 0:8g ,
y la función de probabilidad que asocia esfuerzo y producción se de�ne de

la forma

f (yL; aL) = f (yH ; aH) =
2

3
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(yL; aH) = f (yH ; aL) =
1

3

Estas probabilidades se distinguen en capturar la idea de que entre más
diligentemente trabaja el Agente, mayor es la probabilidad de una producción
alta. Finalmente, el factor de descuento se �ja como � = 0:96.

Para el espacio de la variable de estado, se distingue un intervalo factible
[V�; V

�], donde:

V� = �
exp (aH)

1� �

V � = �
�
1
3 exp (aL � yL) +

2
3 exp (aL � yH)

�
1� �

Note que V� es la utilidad descontada esperada del Agente si él trabaja al
máximo y consume cero en cada periodo. Por otro lado, V � es la utilidad descon-
tada esperada si él trabaja al mínimo en cada periodo pero disfruta consumir
todo lo que se produce si y sólo si él trabajara al máximo en cada periodo. Así,
cualquier utilidad descontada esperada por debajo de V� o por encima de V �

no es admisible.

La solución numérica de la ecuación de Bellman es

�
U; V; a (V ) ; w (V; yH) ; w (V; yL) ; V (V; yH) ; V (V; yL)

	
donde U y V son la utilidad descontada esperada del Principal y el Agente re-

spectivamente; a es la acción óptima; w (V; yH) y w (V; yL) son la compensación
actual para el Agente cuando la producción actual es alta y baja respectiva-
mente; �nalmente, V (V; yH) y V (V; yL) son los estados de mañana en adelante
dado que la producción es baja y alta respectivamente.

Antes de que un algoritmo genético pueda ponerse a trabajar en un problema,
se necesita un método para codi�car las soluciones potenciales del problema de
forma que la computadora pueda procesarlas. Un enfoque común es codi�car las
soluciones como cadenas de enteros o números decimales, donde cada posición
representa algún aspecto particular de la solución (ver Fleming y Purshouse,
2002).

Considerando un horizonte �nito para �nes computacionales, el cromosoma
de los individuos de nuestra población se caracteriza a través de 3 subcadenas
de longitud N , donde N es el número de periodos que vive un individuo, es
decir la longitud de nuestro cromosoma es de 3N . La primera subcadena indica
el historial de acciones o esfuerzos que realiza el individuo, la segunda y tercera
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de ellas indican el historial de compensaciones dado que se tiene una producción
alta o baja, respectivamente.

Por lo tanto, el cromosoma de un individuo queda de�nido de la siguiente
forma,

[a1 (V ) ; :::; aN (V ) ;w1 (V; yH) ; :::; wN (V; yH) ;w1 (V; yL) ; :::; wN (V; yL)]

El historial de esfuerzo debe cumplir, según la condición (7), que ai 2 A 8i =
1; N . Por otro lado, el esquema de compensación sujeto al nivel de producción
debe cumplir la restricción (8), es decir,

0 6 wi (V; yH) 6 yH ;

0 6 wi (V; yL) 6 yL;

wi (V; yL) 6 wi (V; yH) 8i = 1; N
De igual forma, el historial de la variable de estado sujeto al nivel de pro-

ducción debe ser elegido dentro del intervalo factible [V�; V �], es decir, se debe
cumplir

V i (V; yH) 2 [V�; V �] ;

V i (V; yL) 2 [V�; V �] ;

V i (V; yL) 6 V i (V; yH) 8i = 1; N
El problema de cómo escribir la función de aptitud debe considerarse cuida-

dosamente para que se pueda alcanzar una mayor aptitud y verdaderamente
signi�que una mejor solución para el problema dado. Si se elige mal una fun-
ción de aptitud o se de�ne de manera inexacta, es posible que el algoritmo
genético sea incapaz de encontrar una solución al problema, o acaba resolviendo
el problema equivocado.

Dado que se tiene un horizonte �nito, según Judd (1998), un algoritmo
que sirve para realizar una aproximación numérica de U , la utilidad esperada
descontada del Principal, así como de V , la utilidad esperada descontada del
Agente, es a través de una inducción hacia atrás. Dicha inducción nos servirá
para evaluar a los cromosomas de los individuos, son el objetivo de realizar un
posterior ordenamiento de la población y efectuar una selección de los mejores
individuos. Diremos que un individuo es mejor que otro si su cromosoma arroja
valores mayores de las utilidades esperadas del Principal y del Agente.
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4 Resultados

Dado que el problema del Agente Principal es un con�icto de intereses en-
tre el Agente y el Principal, se realiza un algoritmo genético multiobjetivo,
considerando como objetivos a optimizar: la utilidad esperada descontada del
Agente, V , y, por otro lado, la utilidad esperada descontada del Principal U .
Este enfoque representa una diferencia con las aproximaciones numéricas que se
han realizado en la literatura del modelo dinámico de Agente-Principal.

El objetivo es encontrar un cromosoma que nos arroje soluciones óptimas
para ambas funciones objetivo, las cuales se de�nieron utilizando inducción hacia
atrás, como se describió en el apartado anterior. Esta búsqueda es controlada
a través de las inspiraciones biológicas de mutación, recombinación genética y
selección. Una descripción formal de optimización global es descrita por Bäck
(1996) y de un problema de optimización multiobjetivo por Osyczka (1985).

El resultado de esta optimización multiobjetivo es una frontera de Pareto,
o dominancia de Pareto, la cual está descrita por un conjunto de contratos
óptimos que describen un nivel de utilidad tanto para el Agente como para el
Principal.

El uso de un algoritmo genético multiobjetivo surge de la pugna de intereses
entre el Agente y el Principal. Esta lucha de intereses es ideal para aplicar un
algoritmo multiobjetivo, que se diferencia del método numérico utilizado por
Wang (1997), donde maximiza la utilidad esperada descontada del Principal.

4.1 Modelo Estándar.

La frontera de Pareto de la Figura 1 es un grá�co donde se representan los
contratos óptimos encontrados para ambos agentes del modelo. En el eje de las
ordenadas se describe el nivel de utilidad alcanzado por el Agente, y en el eje
de las abscisas se describe el nivel de utilidad alcanzado por el Principal. En
este proceso se consideró una vida de 70 periodos2 del Agente con un máximo
de generaciones del algoritmo de 30 000 tiempos.

Estás variables, número de periodos de vida del Agente y número máximo
de generaciones, se consideran de la forma tal que aseguremos que el algoritmo
multiobjetivo alcance un nivel óptimo. En caso de considerar variaciones en
el índice de mutación o de recombinación genética y mantener el número de
periodos de vida del Agente como 70, sólo es necesario aumentar el número

2Se realizaron simulaciones considerando vidas de 80, 100, 150 y 200 periodos. Por cuestión
de estética en los grá�cos se considero la publicación de la simulación de 80 periodos, dado
que los resultados no cambian sustancialmente.
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máximo de generaciones que el algoritmo va a ejecutar para asegurar que se
alcanza el nivel óptimo del algoritmo multiobjetivo. Si se aumenta el número
de periodos de vida del Agente, de igual forma, se debe incrementar el número
de generaciones.

Con los parámetros considerados para encontrar la frontera de Pareto de la
Figura 1 es necesario que el algoritmo se deje correr 10 000 generaciones para
asegurar que alcance el nivel óptimo. Las 20 000 generaciones restantes veri�can
que ya no hay cambios en la curva de contratos de dicho problema.

La frontera de Pareto obtenida sugiere un contrato óptimo en cada nivel
de utilidad para ambos agentes, siguiendo un esquema de recomendación de
acciones, de salarios y la utilidad esperada descontada del Agente desde t en
adelante para cada nivel de producción, esta utilidad esperada descontada.3

La concavidad esta frontera de Pareto se debe a la existencia de asimetría de
información entre el Agente y Principal y sugiere que ésta in�uye no sólo en el
reparto del valor de la �rma entre ambos sino también que el valor mismo de la
�rma está afectado por esta situación.

Figura 1. Frontera de Pareto del algoritmo genético multiobjetivo de un individuo
que tiene una vida de 70 periodos, con un máximo de 30 000 generaciones.

La Figura 2 describe la utilidad esperada descontada alta y baja, con los
cuales el Principal diseña un contrato óptimo para que él alcance la mayor util-
idad esperada descontada. Dicho contrato es el primer punto que se encuentra
sobre la curva de la Figura 1 de derecha a izquierda.

3La utilidad esperada descontada del agente desde t en adelante, debe interpretarse como
una compensación futura, pues el salario es la compensación en t para cada nivel de producto.
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En el grá�co de la utilidad esperada descontada del Agente alta y baja, se
puede distinguir cómo la utilidad esperada descontada alta siempre es mayor que
la utilidad esperada descontada baja, obedeciendo la restricción implementada
en el problema. Esta grá�ca es similar a la encontrada por Wang (1997) en su
artículo.

Figura 2. Grá�co de la utilidad esperada descontada alta y baja. Cuando el
Principal alcanza su máxima utilidad.

Dado que este contrato es el mejor para el Principal, se distinguen muchos
salarios bajos impuestos como cero, se piensa que es un Principal castigador
de salario. Lo anterior se veri�ca en la grá�ca de la Figura 3, así del com-
portamiento de imponer salarios no muy altos en los primeros periodos. Es
importante notar que el Principal impone salarios bajos muy bajos en la may-
oría de los periodos.
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Figura 3. Grá�co de salarios altos y bajos. Cuando el Principal alcanza su máxima
utilidad.

Con este par de grá�cos se tiene un panorama completo del contrato óptimo
con el cual el Principal puede alcanzar el nivel máximo de utilidad. Si él sigu-
iera el historial de salarios altos y bajos, así como de niveles altos y bajos de
la utilidad esperada descontada del Agente, asegura que el Agente realice un
historial de esfuerzo que le producirá el mayor valor de la �rma posible.

Un punto importante en la teoría de contratos es el tema de la compen-
sación. En este contrato, donde el Principal obtiene el mayor bene�cio, en
los primeros periodos el Principal utiliza como compensación dominante a la
utilidad esperada descontada, por el hecho de mantener salarios bajos en los
primeros periodos. Mientras que en los últimos periodos utiliza como compen-
sación dominante los salarios, pues le resulta menos costoso para el Principal en
términos de su utilidad. La Figura 4 muestra un grá�co del historial de acciones
que toma el Agente cuando el Principal toma el contrato que lo bene�cia.
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Figura 4. Grá�co de acciones que toma el Agente cuando el Principal alcanza su
máxima utilidad.

Es importante notar que tanto el grá�co de la Figura 4 así como el grá�co de
salario alto de la Figura 3 tienen un comportamiento topológico similar. Esto
hace pensar que realmente el Principal es un castigador a partir de salarios. El
Principal incentiva al Agente a realizar esfuerzos altos a partir de �jar un salario
alto mayor.

La Figura 5 muestra un grá�co de la utilidad esperada descontada que al-
canza el Principal cuando ofrece un contrato en el cual consigue la mayor utilidad
posible. Esta función es decreciente pues es la utilidad esperada descontada del
principal siguiendo el historial de salarios y utilidad esperada descontada del
Agente que de�ne a este contrato. En el periodo 71 el Principal logra una
utilidad nula, pues en este modelo, la empresa sólo es activa en 70 periodos.
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Figura 5. Grá�co de la utilidad esperada descontada del principal cuando el
Principal alcanza su máxima utilidad.

En el grá�co de la Figura 5 se representa el sendero del mejor escenario que
se enfrenta el Principal siguiendo el contrato que maximiza su utilidad esperada
descontada; así como el sendero del peor escenario. Si el Agente y el Principal
llevaran a cabo este contrato, descrito por los salarios e incentivos descritos
anteriormente, la utilidad esperada descontada que alcanzará el principal se
encontrará entre estos dos senderos.

Figura 6. Grá�co de diferencia de salarios para el contrato en el cual el Principal
tiene el mayor bene�cio.

En la Figura 6 se puede ver la diferencia, periodo a periodo, entre los salarios
altos y bajos. El comportamiento del grá�co sugiere que del periodo 30 al
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70, existen salarios con una diferencia mayor que en los primeros periodos, lo
cual sustenta la idea de un Principal castigador. En los primeros periodos, la
diferencia de salario es menor, esto nos hace pensar que el Principal �ja salarios
no tan dispersos pues usa predominantemente a la utilidad esperada descontada
del Agente como instrumento de incentivos.

4.2 Análisis Comparativo del Modelo Estándar

Hasta ahora, sólo se ha analizado el contrato que bene�cia al Principal. En
las siguientes �guras se muestra un análisis entre tres contratos diferentes. El
primero de ellos es el contrato que bene�cia al Principal (CP); el segundo de
ellos es el que bene�cia al Agente (CA), con este contrato el Agente asegura
la máxima utilidad esperada descontada que puede alcanzar; y �nalmente, el
contrato que se encuentra a la mitad del frente de Pareto, al cual se denota
como el Contrato Social (CS).

Ahora se analiza CA, este contrato se ubica sobre el primer punto sobre la
curva de la Figura 1 de izquierda a derecha. En este punto se encuentra el
contrato donde el Agente obtiene la mayor utilidad posible, dado un contrato
factible, mientras que el Principal obtiene la menor utilidad que pueda alcanzar.
En CS, ni el Principal ni el Agente alcanzan obtienen ventaja en término de
utilidad esperada descontada, es el contrato que se encuentra justo a la mitad
de la frontera de Pareto.

La Figura 7a muestra los grá�cos de la utilidad esperada descontada del
Agente del CS y CP. Se etiqueta cada utilidad esperada descontada alta y baja
con el nombre Principal y Social para distinguir la procedencia de la utilidad
esperada descontada del Agente. Por otro lado, la Figura 7b muestra los grá�cos
de la utilidad esperada descontada del Agente del CS y CP. De manera similar,
se etiqueta cada utilidad esperada descontada alta y baja con el nombre Agente
y Social para distinguir la procedencia de la utilidad esperada descontada del
Agente.

Con este grá�co se deduce que el Principal es quien toma todo el riesgo
cuando se lleva a cabo CA. Esto se sustenta al comparar la diferencia de la
brecha que se forma gracias al contrato que bene�cia al Principal y la diferencia
de la brecha que se forma en el contrato que bene�cia al Agente; la diferencia
de brecha del Agente es muy pequeña, él prácticamente no quiere confrontar la
incertidumbre que presenta el modelo.
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Figura 7a. Grá�co de la utilidad esperada descontada del Agente alta y baja.

Figura 7b. Grá�co de la utilidad esperada descontada del Agente alta y baja.

Los salarios de estos tres contratos se pueden analizar de la Figura 8. En este
grá�co se hace una comparación del CP y el CA. Los salarios que impone CA
en ambos casos, salario bajo y salario alto, es mayor que los salarios que impone
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CP. Note que los salarios bajos de estos dos contratos no varían; es decir, el
contrato estimula los salarios a partir de imponer un salario alto variable en
ambos. Para CS, tanto el salario bajo como el salario alto son variantes a lo
largo de los periodos, esto indica que ambos son instrumentos que el Principal
usa para proporcionar incentivos al Agente.

Figura 8. Grá�co de salarios que ofrece el Principal con CP y con CS.

Es interesante analizar el comportamiento de las acciones que realizará el
Agente dado que se sigue un plan de estímulos de salarios, en la Figura 4 se
analizó que la topología de las acciones era similar al comportamiento de los
salarios alto. En la Figura 9 se constata que ese comportamiento es similar tanto
en CP como en CA; no se puede decir lo mismo de CS. Note que las acciones son
prácticamente iguales en los tres contratos. Esto implica que la diferencia entre
CP como en CA se expresa en una diferencia de escala de salarios, mientras
que CS no es comparable entre alguno de estos contratos. Para llegar a una
conclusión es preciso ver la Figura 11, la diferencia de salarios para los tres
contratos.
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Figura 9. Grá�co de acciones que realiza el Agente cuando el Principal alcanza su
máxima utilidad, cuando el Agente alcanza su máxima utilidad y el del contrato

Social.

Después de analizar la condición que alcanza el agente; es momento de
analizar la condición de bienestar que alcanza el Principal. La Figura 10a y
la Figura 10b indican cuál es el mejor y peor escenario que puede llegar a tener
el Principal dado los tres contratos que se han estado analizando; de forma sim-
ilar, se hace la compación del CP y del CA tomando como base el CS. El grá�co
de los senderos del peor y mejor escenario de CP está por encima del resto de
los senderos; mientras que los senderos del peor y mejor escenario de CA sólo
es superado por el peor escenario que impone CS. Esto analiza la brecha entre
ambos senderos, la mayor brecha la impone CS, mientras que la menor brecha la
dicta CA. Es decir, el Agente sigue teniendo un comportamiento donde expresa
no desear tener aleatoriedad en su contrato; al imponer una brecha menor en la
utilidad alcanzada tanto para él como para el Principal.
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Figura 10a. Grá�co de la utilidad esperada descontada del principal con CS y CP.

Figura 10b. Grá�co de la utilidad esperada descontada del principal con CS y CA.

Como ya se mencionó en parrafos anteriores, la Figura 11 nos muestra como
es el comportamiento de la diferencia de salarios periodo a periodo de los tres
contratos. Como es de esperarse, la diferencia de salarios entre CP y CA son
similares.
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Figura 11. Grá�co de diferencia de salarios para el contrato en el cual el Principal
tiene el mayor bene�cio, cuando el Agente tiene el mayor bene�cio y con el contrato

Social.

4.3 Cambios en el factor de descuento

Un parámetro importante en el modelo es el factor de descuento, el cual in-
dica cuan pacientes son el Agente y el Principal. En los ejemplos numéricos
analizados anteriormente se consideró un � = 0:96. El valor de � puede afec-
tar la utilidad descontada esperada de los individuos, esto puede usarse como
mecanismo para incentivar un contrato óptimo.

Especí�camente, un valor alto de � signi�ca que el Agente y el Principal
valoran más el mañana, esto puede proporcionar un uso más e�caz de la utilidad
esperada descontada, ya sea como una recompensa o como un castigo cuando
haya buenos o malos resultados, respectivamente. Por el contrario, un factor
de descuento bajo es más probable que origine una sensibilidad negativa en el
esquema de compensación.

Estas conjeturas ya han sido planteadas en la literatura relacionada. Para
con�rmar dichas a�rmaciones, se debe realizar el algoritmo con varios valores de
�. Se repitió el AG con tres valores de �, para elaborar un análisis en paralelo
del problema ante cambios en el factor de descuento. La Figura 12 muestra
la frontera de Pareto obtenida de considerar un valor de � = 0:96 como se ha
estado manejando, un valor de � = 0:90 y un valor de � = 0:98.
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Figura 12. Frontera de Pareto ante cambios en el factor de descuento.

El grá�co de la Figura 12 indica que ante diferentes valores de factor de
descuento se tiene la misma topología en las curvas de la frontera de Pareto.
Sin embargo, con un valor de descuento bajo, se obtiene valores bajos de utilidad
esperada descontada tanto para el Principal como para el Agente.

Figura 13. Diferencia de la utilidad esperada descontada del Agente ante
cambios en el factor de descuento.

Ante cambios en el factor de descuento, el Principal a partir del periodo 12
ante un factor de descuento mayor asume un mayor riesgo que con un factor de
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descuento menor. En el caso del Agente ante cualquier cambio que se realice
en el factor de descuento, éste asumirá el menor riesgo posible. Lo anterior se
veri�ca por la Figura 13, dónde se muestran las diferencias entre la utilidad
esperada descontada alta y baja tanto para el Principal como para el Agente
con diferentes valores del factor de descuento.

4.4 Cambios en el costo relativo de ejercer una unidad

más de esfuerzo

Un parámetro importante en el modelo es el costo relativo de ejercer una unidad
más de esfuerzo. En los ejemplos numéricos analizados anteriormente se con-
sideró un � = 1. Este valor de � implica para el Agente que una unidad de
esfuerzo es equivalente a una unidad del bien de consumo.

Un valor de � mayor signi�ca un esfuerzo del bien menos costoso. Por lo
tanto, este nuevo valor realizará el modelo tan bien como lo hace el valor de 1.
Lo que se puede esperar es que por un mismo nivel de esfuerzo aumente el nivel
de consumo conforme aumente el costo relativo de esfuerzo y consumo.

Para rati�car esta conjetura, se debe realizar el algoritmo con varios valores
de �. Se repitió el AG con tres costos diferentes para elaborar un análisis en
paralelo del problema ante cambios en el costo relativo de ejercer una unidad
más de esfuerzo. La Figura 15 muestra el frente de Pareto obtenido de considerar
un valor de � = 1 como se ha estado manejando, un valor de � = 0:5 y un valor
de � = 1:5. Note que en los tres contratos la frontera de Pareto es similar
en topología. El Principal alcanza con su contrato preferido el mismo valor de
utilidad esperada descontada, mientras que el Agente a partir de un costo mayor
obtiene un nivel de utilidad esperada descontada menor.
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Figura 14. Frontera de Pareto ante cambios en el costo relativo.

En este ejercicio se obtiene un análisis detallado de salarios, utilidades esper-
adas descontadas de ambos agentes, acciones y, diferencia de salarios y utilidades
esperadas descontadas de ambos agentes, en cada uno de los valores del costo
relativo de ejercer una unidad más de esfuerzo. Con la Figura 15 se muestra un
par de anotaciones del comportamiento del Principal y el Agente ante cambios
en el costo relativo de ejercer una unidad de esfuerzo. La Figura 15 muestra la
diferencia de la utilidad esperada descontada del Agente, tanto con un enfoque
de CP como de CA, con los tres costos relativos antes mencionados.

Figura 15. Diferencia de la utilidad esperada decontada del agente ante cambios en
el costo relativo.

Ante cualquier costo que enfrenta el Agente, este siempre deseará minimizar
el riesgo. Esta a�rmación es sustentada por el comportamiento que presenta la
diferencia de la utilidad esperada descontada de la Figura 15, el contrato CA
siempre es mejor a CP, ante cualquier costo. Note que ante un costo relativo
menor el Agente diferencia más su utilidad esperada, mientrás que ante un costo
mayor es más adverso y preferirá minimizar riesgo. Por otro lado, el Principal
a diferencia del Agente asume un mayor riesgo al enfrentarse a un contrato con
un costo relativo de ejercer una unidad más de esfuerzo menor.

5 Conclusiones

El frente de Pareto que obtenemos a partir de un modelo dinámico de Agente-
Principal, donde el Agente tiene aversión al riesgo y el Principal es neutral al
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riesgo, es un frente de Pareto cóncavo con lo que se encuentra un resultado en
línea con la literatura relacionada con este tipo de modelos, como por ejemplo
el artículo de Spear y Srivastava (1987). Esta concavidad es producto de la
asimetría de información entre el Principal y el Agente, la cual produce pérdidas
de bienestar.
El esquema de incentivos que obtenemos cuando se resuelve el problema en

función de la maximización de la utilidad esperada descontada del Principal,
es similar a lo que normalmente se obtiene en la literatura relacionada donde
ambos esquemas de compensación, presente y futura, se utilizan para la pro-
visión de incentivos al Agente; pero que conforme aumenta el valor de reserva
del Agente, predomina la compensación presente pues la compensación futura
se hace cada vez más costosa para el Principal. Conforme nos movemos en la
frontera de Pareto hacia los contratos donde se privilegia la utilidad esperada
descontada del Agente, obtenemos esquemas de compensación donde el Prin-
cipal es quien asume mayormente el riesgo inherente a la actividad productiva
pues la compensación futura registra menores diferencias internas ante distintos
resultados de productividad del Agente. Mientras que la compensación presente
podría considerarse como el instrumento dominante de provisión de incentivos
en estos casos pues los niveles de salarios cuando el Agente obtiene un resul-
tado de alta productividad, son comparativamente mayores a aquéllos salarios
respectivos cuando se privilegia la utilidad esperada descontada del Principal.

Por otra parte, ante variaciones en el factor de descuento del Agente y el Prin-
cipal obtenemos que la frontera de Pareto preserva sus características topológ-
icas. Sin embargo, cuanto más pacientes sean el Agente y el Principal ambos
obtienen mayores valores de utilidad esperada descontada; es decir, la relación
genera excedentes mayores.

Ante cambios en el costo relativo de ejercer una unidad adicional de esfuerzo,
la frontera de Pareto sigue preservando sus características topológicas. Sin em-
bargo, cuanto más costoso sea ejercer una unidad adicional de esfuerzo, más se
acentúa la tendencia del Agente de preferir las situaciones donde la compen-
sación futura sea igual ante distintos niveles de resultados de productividad y
donde la compensación presente sea el instrumento de provisión de incentivos
que premie resultados de mayor productividad.

Finalmente, como agenda de investigación futura se plantea la posibilidad de
caracterizar analíticamente, en la mayor medida posible, los contratos óptimos
ante distintos niveles de poder de negociación del Principal y del Agente.

6 Apéndice. Algoritmos Evolutivos.

Innumerables situaciones en el mundo real involucran de manera habitual prob-
lemas con múltiples criterios u objetivos a ser optimizados, como es el caso del
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modelo que se presenta en este trabajo. Dichos escenarios aparecen desde áreas
cientí�cas tales como la medicina, geografía, química, física, economía, �nanzas
y ecología. A la par, han ido extendiéndose hasta aplicaciones de la ingeniería,
eléctrica, electrónica, hidráulica, robótica, control, mecánica, aeronáutica, re-
des, telecomunicaciones, diseño industrial, transporte, construcción, logística,
entre otras.

Las técnicas de optimización convencionales, tales como el método del gra-
diente, procedimientos basados en el Simplex o ciertas herramientas heurísti-
cas rudimentarias son difíciles de adaptar a situaciones multi-criterio, pues no
fueron diseñadas bajo este esquema. Es por ello que en la práctica los proble-
mas multi-criterio son replanteados como problemas unicriterio conduciendo a
la producción de una única solución por medio de la ejecución de un algoritmo
optimizador.

Sin embargo, es a partir de que Rosenberg (1967) sugiere la posibilidad del
uso de los Algoritmos Evolutivos, EAs por sus siglas en inglés, en la resolución
de problemas de optimización multi-criterio. Así, nace una nueva área conocida
como optimización evolutiva multi-criterio; EMO de sus siglas del inglés, véase
Coello (1999). El interés en este campo ha ido en incremento a través de los
años, aumento propiciado esencialmente por las características de los EAs que
los hacen e�cientes ante problemáticas multi-criterio.

El campo de los EAs, constituido básicamente por la Programación Evolu-
tiva, EP de sus siglas en inglés, de Fogel et al. (1966), los Algoritmos Genéticos,
GAs por sus siglas en inglés, propuestos por Holland (1975) y las Estrategias
Evolutivas, ES por sus siglas en inglés, de Rechenberg (1973), se inspira en los
mecanismos de evolución de los sistemas biológicos naturales a diferentes niveles
de abstracción.

La idea se basa en la existencia de un conjunto de individuos en un entorno
biológico, los cuales evolucionan de generación en generación con la �nalidad de
adaptarse a las di�cultades que su medio ambiente les impone. El proceso de
evolución se lleva a cabo mediante la reproducción, variación aleatoria, compe-
tencia y selección del material genético de cada individuo; es decir, sus cromo-
somas. Este proceso de selección natural es un mecanismo de aprendizaje que
a lo largo del tiempo, genera individuos aptos para sobrevivir en un ambiente
de�nido.

En un contexto heurístico, el entorno biológico es un problema de opti-
mización. Cada individuo o cadena cromosómica o cromosoma equivale a una
solución alterna al problema en cuestión. El conjunto de individuos en una gen-
eración se denomina población; cada cromosoma se conforma por un conjunto
de genes, equiparables al vector de variables del problema, que toman ciertos
valores, alelos, de un alfabeto genético. La información contenida en dichas
variables en su representación original es denominada genotipo y su traducción
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a rasgos visibles, fenotipo. A cada individuo se le asocia un valor de aptitud
que de�ne que tan bien adaptado está al entorno. En nuestro modelo Agente-
Principal, el valor de aptitud corresponde a la utilidad esperada descontada de
cualquiera de los actores del modelo en el periodo previo a la contratación, t = 0.

Los GAs son el enfoque más conocido dentro de los EAs, éstos involucran
procesos de apareamiento, mutación y selección que guían al perfeccionamiento
de los individuos a lo largo del tiempo, su abstracción de la teoría evolutiva es
a nivel de individuo. Por otra parte, las ES son una abstracción de la teoría
evolutiva a nivel de individuo, por lo que implican de manera natural los procesos
de apareamiento y mutación. En cuanto a la EP, ésta visualiza la inteligencia
como un comportamiento adaptativo, por lo que representa una abstracción de
la teoría evolutiva a nivel de especies, individuos de distintas especies no pueden
cruzarse entre sí. Debido a esto, la EP no requiere un proceso de apareamiento,
ya que enfatiza los lazos de comportamiento entre padres e hijos, en vez de
emular operadores genéticos especí�cos.

Un EA diseñado con la �nalidad de tratar de resolver un MOP es conocido
como Algoritmo Evolutivo Multi-Criterio, MOEA por sus siglas en inglés. Un
MOEA se caracteriza por combinar el proceso de optimización, en el que se busca
encontrar el óptimo de Pareto, con uno de toma de decisiones multi-criterio, en
el que se busca un acuerdo satisfactorio entre los criterios contrapuestos. Esta
contraposición de criterios es una de las caracteristicas principales que pueden
determinar el uso de un MOEA ante otro tipo de métodos evolutivos. Así,
el modelo Agente-Principal es ideal para aplicar un MOEA, por la lucha de
intereses contrapuesta de los actores del modelo.

El proceso de optimización de un MOEA está dado por un proceso de
búsqueda de soluciones no dominadas; un EA adapta individuos, conjunto de
soluciones, por lo que es posible extrapolar el concepto de Pareto a nivel gen-
eración. Así, se caracteriza como una generación a un conjunto de soluciones
factibles de un problema multiobjetivo. En el modelo Agente-Principal, una
generación es un arreglo de enteros de una matriz bidimensional de acciones,
salarios altos y bajos, Dicha matriz se caracteriza por tener una profundidad
igual a cantidad de individuos que caracterizan una población; y una longitud
tres veces al número de contratos que el Principal diseña que el Agente partici-
pará en la empresa.

Los MOEAs son un enfoque efectivo dentro de la MO al sustentar las sigu-
ientes ventajas:

En Coello (1999) se determina que el paralelismo implícito permite obtener
varias soluciones no dominadas en una sola ejecución del algoritmo.

Tanto Fonseca (1995) asi como Coello et al. (2002) estudian la independencia
de la forma o continuidad de la región factible de las variables de decisión. Con-
cluyen que dichas regiones factibles son capaces de tratar espacios de búsqueda
discontinuos, multimodales o disjuntos.
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Fonseca et al. (1995) estudian la independencia de la función de evaluación,
las cueles destacan no son susceptibles a funciones de evaluación con ruido.

Capacidad de manipular búsqueda y decisión multi-criterio en forma si-
multánea, debido a su habilidad para escudriñar en espacios parcialmente orde-
nados por múltiples intercambios alternativos. Según Horn (1997) son los únicos
algoritmos capaces de ocuparse de los dos problemas inmersos en los MOPs de
manera natural: búsqueda y decisión multi-criterio.
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